








































Cap. I - Riassunto 
A livello globale i consumi energetici sono in costante aumento ed una quota sempre 
crescente è costituita da energia elettrica. L’auspicabile aumento della capacità produttiva da 
parte di fonti energetiche rinnovabili crea però rilevanti problematiche di natura tecnica per 
quanto riguarda l’esercizio stabile e affidabile delle reti elettriche. Le fonti energetiche 
rinnovabili sono pulite ma caratterizzate da scarsa costanza e prevedibilità e richiedono 
l’utilizzo di sistemi di bilanciamento del carico volti a compensare la variabilità della 
produzione. Le batterie a flusso, e tra queste in particolare quelle al vanadio, sono una delle 
tecnologie più promettenti per questo utilizzo. La disponibilità di strumenti computazionali 
veloci ed al contempo affidabili è fondamentale per lo sviluppo di questa tecnologia, sia con 
riferimento ai materiali impiegati nella singola cella che come strumento di controllo e 
ottimizzazione dell’unità modulare (stack) e dell’intero sistema di accumulo.  
Il presente lavoro si pone come obiettivo generale lo sviluppo di un modello di simulazione 
per la descrizione del funzionamento di una batteria a flusso al vanadio. Partendo da un 
modello bidimensionale, il  primo obiettivo specifico di questa tesi è quello di ottenere una 
riduzione dei tempi di calcolo, preservando la capacità simulativa del modello.  Allo scopo, è 
stata operata una riduzione di scala, ottenendo un modello monodimensionale nella direzione  
trasversale al moto del fluido, caratterizzato da una soddisfacente capacità simulativa almeno 
per celle di dimensioni comparabili con quelle tipicamente utilizzate nella sperimentazione in 
laboratorio. Un ciclo di calcolo iterativo è stato poi sviluppato per permettere la simulazione 
anche di sistemi commerciali. Utilizzando questi modelli è stata condotta un’ analisi di 
sensitività su alcuni parametri del sistema.  
I modelli elaborati nella prima fase dello studio considerano la membrana impermeabile agli 
ioni vanadio. Per aumentare la capacità descrittiva del modello è stata quindi introdotta, nel 
modello bidimensionale, la descrizione dei fenomeni di crossover attraverso la membrana. I 
risultati della simulazione hanno permesso di valutare l’incidenza di tale fenomeno sulle 
prestazioni della batteria nel tempo. 
Infine, la disponibilità di dati sperimentali ottenuti con una  cella da laboratorio ha permesso 
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Cap. 1 - L’accumulo di Energia 
A livello globale i consumi energetici sono  in costante aumento (1) e una quota, anch’essa 
crescente, del fabbisogno energetico è di energia elettrica. In Italia negli ultimi trent’anni la 
richiesta di energia elettrica sul totale è passata dal 25% al 38% e una frazione sempre 
maggiore è prodotta da fonti rinnovabili (2). Il crescente impiego di impianti eolici e 
fotovoltaici per la produzione di energia elettrica pone in risalto però anche le problematiche 
legate al loro utilizzo dovute principalmente alla mancanza di costanza e prevedibilità  della 
fonte energetica utilizzata.  La produttività di questo genere di impianti risulta variabile  sia 
nell’arco della giornata che su periodi più lunghi, a causa dell’effetto di un gran numero di 
variabili differenti prime fra tutte quelle legate alle condizioni metereologiche (3). In un 
contesto come quello delineato, caratterizzato da una domanda di energia crescente 
soddisfatta sempre più da fonti inaffidabili, assumono un ruolo fondamentale tutte le 
tecnologie di immagazzinamento di energia elettrica, individuate anche con l’acronimo 
inglese EES (Electrical Energy Storage). L’utilizzo di queste tecnologie in una rete di 
distribuzione elettrica richiede l’adozione di sistemi di monitoraggio delle condizioni della 
rete stessa. Queste informazioni sono utilizzate per mantenere la rete nelle migliori condizioni 
di lavoro possibili. Reti di questo tipo sono dette intelligenti  o “Smart Grid”. 
A differenza di altre fonti energetiche, l’energia elettrica è difficile da immagazzinare. Il 
funzionamento affidabile delle apparecchiature elettriche richiede condizioni di alimentazione 
stabili in termini di potenza e frequenza. In una rete elettrica l’obbiettivo è quindi quello di 
produrre istante per istante solo l’energia richiesta dalle utenze: questa operazione è chiamata 
dispacciamento. Dal punto di vista pratico però adeguare istante per istante la produzione per 
adeguarsi perfettamente ai consumi non è possibile. Una rete elettrica è quindi sempre dotata 
di sistemi in grado di compensare sia eccessi sia carenze di produzione elettrica. Diverse 
tecnologie sono impiegate per questo scopo e si suddividono principalmente in base alla 
potenza che possono fornire alla rete, alla loro durata ed alla velocità di intervento. Il sistema 
di controllo più utilizzato per il livellamento dei picchi, o delle buche, di tensione è il 
controllo della coppia istante per istante su turbine a gas o vapore. Questa tecnologia regola 
direttamente la produzione di energia immessa sulla rete in ogni istante. Nel caso in cui si 
registri però un picco di produzione, o un calo improvviso dei consumi, per recuperare 
l’energia in eccesso è possibile utilizzare dei volani, di cui sono già presenti delle applicazioni 
a livello industriale. L’energia elettrica è trasformata in energia cinetica che può poi essere 
nuovamente riconvertita in un momento successivo. Entrambi i metodi descritti soffrono però 
la scarsa rapidità di azione. In caso di buchi di tensione, dovuti a guasti o disconnessioni 
impreviste degli impianti dalla rete, questo tipo di tecnologie ha tempi di azione nell’ordine 
delle decine di minuti, troppo lente per garantire la stabilità della rete ed evitare black-out. 
Problema analogo si presenta nel caso, opposto, di eccesso di produzione. In questa situazione 
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si può avere inversione di flusso di corrente o aumento della temperatura delle linee elettriche 
per effetto Joule con conseguenze importanti. I sistemi di regolazione come i volani 
caratterizzati da elevata energia, elevata potenza ma bassa velocità di risposta costituiscono la 
riserva terziaria di energia. Le riserve secondarie sono, invece, caratterizzate principalmente 
da minore energia ma tempi di azione molto più rapidi rispetto alle precedenti. Questo tipo di 
tecnologie sono utilizzate per la regolazione fine delle condizioni della rete, istante per istante, 
e per tamponare istantaneamente, e provvisoriamente, sbilanciamenti importanti di rete in 
modo da dare il tempo di agire alle riserve terziare. Un esempio sono i condensatori o i pacchi 
batterie. Questi sistemi hanno tempi rapidi di risposta, generalmente  secondi o addirittura 
frazioni,  ma sono caratterizzati da una  minore capacità e quindi durata. L’utilizzo di sistemi 
ultraveloci ha comunque anche il vantaggio di permettere uno sfruttamento maggiore 
dell’intera rete elettrica (3).  
Per questioni di sicurezza le reti elettriche sono progettate per funzionare a metà del carico 
possibile e quindi risultano significativamente sovradimensionate. Dal punto di vista 
dell’efficienza questa è chiaramente una situazione non ottimale dovuta alla necessità di tutela 
in caso di problemi sulla rete.  La disponibilità di  sistemi di compensazioni efficaci e 
efficienti permetterebbe di prevedere un aumento della percentuale di utilizzo della rete,  a 
vantaggio dell’efficienza del sistema.  
Un ulteriore  servizio fornito dagli EES è l’accumulo dell’energia nei periodi non di punta 
(off-peak). Il primo vantaggio di questa tecnica è quello di immagazzinare energia a basso 
costo per rivenderla poi a un prezzo superiore; un esempio è il pompaggio dell’acqua nei 
bacini a monte per un suo successivo utilizzo. Il secondo vantaggio è di livellare l’utilizzo 
della rete, aumentandone lo sfruttamento nei periodi di sottoutilizzo e diminuendolo in quelli 
di picco. A causa di uno sfasamento tra il massimo di consumo di energia elettrica e quello di 
produzione di energia eolica e fotovoltaica, questo tipo di sistemi trae grandi benefici 
dall’accoppiamento con sistemi di accumulo energetico come le batterie. 
I sistemi di EES possono essere classificati in due gruppi (3): dispositivi che immagazzinano 
l’energia elettrica direttamente sotto forma di carica elettrica e quelli che la convertono in 
un’altra forma di energia. Al primo gruppo appartengono i condensatori, e super-
condensatori, che possono garantire numerosi cicli di carica e scarica con efficienze molte 
elevate. Questi dispostivi sono però caratterizzati da una bassa capacità e sono quindi 
utilizzati principalmente per il controllo della frequenza. Trovano già largo impiego a livello 
industriale. Al secondo gruppo appartengono invece dispositivi di tipo diverso: meccanici 
(bacini idroelettrici, aria compressa, volano), chimici (idrogeno), elettrochimici (batterie). Le 
caratteristiche di questi sistemi variano da gruppo a gruppo e, all’interno di uno stesso gruppo, 
a seconda della tecnologia esaminata. Per gli argomenti trattati in questo studio il gruppo di 
maggiore interesse è quello dei dispostivi di tipo elettrochimico. 
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Una cella elettrochimica è un sistema in grado di operare la conversione tra energia chimica e 
energia elettrica sfruttando opportune reazioni di ossidoriduzione. Quando la cella è in grado 
di attuare solo la conversione da energia chimica a energia elettrica è chiamata cella 
galvanica, pila o più propriamente batteria primaria. Se la cella invece può compiere entrambe 
le conversioni allora si parla di cella elettrolitica, batteria o batteria secondaria. I componenti 
fondamentali di una cella sono gli elettrodi, anodo e catodo, e la soluzione elettrolitica, un 
conduttore ionico che consente la migrazione degli ioni verso gli elettrodi, chiudendo il 
circuito.  
La conversione avviene confinando le due semi reazioni, di ossidazione (1) e riduzione (2), in 
due ambienti differenti, fisicamente separati e collegati solo elettricamente tra loro. In fase di 
scarica gli elettroni che si originano dalla reazione di ossidazione sono costretti a muoversi 
lungo un circuito esterno fino al compartimento nel quale ha luogo la reazione di riduzione. 
Questo movimento di elettroni genera la corrente elettrica.  →  + 	 (1) 
 + 	 → 
 (2) 
L’energia che l’accumulatore può produrre, indicata come capacità, è determinata dalla 
quantità di reagenti presenti nei due ambienti. Nei sistemi ricaricabili una volta che tutti i 
reagenti sono stati consumati possono essere rigenerati fornendo energia elettrica alla batteria 
dall’esterno. Considerando che questo lavoro è rivolto allo studio di sistemi di accumulo di 
energia, l’attenzione verrà rivolta alle batterie secondarie. Tali sistemi si differenziano tra loro 
per la varietà dei reagenti, dei materiali elettrodici e delle tipologie costruttive e di 
funzionamento. Ne risulta  una gamma di batterie con caratteristiche operative e di costo 
molto diverse tra di loro (3). Le prime, in ordine di tempo e attualmente le più significative  
come capacità installata, sono le batterie a piombo-acido che utilizzano due elettrodi a base di 
piombo immersi in un elettrolita costituito da acido solforico. Queste batterie hanno il 
vantaggio principale di richiedere un investimento iniziale contenuto ma hanno una vita utile, 
in termini di cicli di carica-scarica, breve e alti costi di mantenimento. Un’altra tecnologia 
utilizzata è quella delle batterie al metallo-Ni, nelle quali  il catodo è comune, idrossido di 
nichel, ed è accoppiato con differenti tipi di anodo come cadmio, zinco, idrogeno e altri. 
Queste batterie presentano problemi di sovraccarica e hanno una bassa efficienza. I metalli di 
cui sono costituite inoltre possono essere pericolosi o inquinanti, come il cadmio, e costosi. 
Le celle a combustibile sono invece delle batterie primarie in cui i reagenti chimici sono 
continuamente alimentati nella cella. Questo tipo di batteria ha la capacita di fornire energia 
teoricamente per un tempo indefinito, cioè fintanto che reagenti freschi sono alimentati al 
catodo e all’anodo. In realtà fenomeni di degradazione riducono la vita utile di questi sistemi. 
Celle di questo tipo sono ampiamente studiate e sono già utilizzate sia in applicazioni statiche 
sia in quelle mobili. La più nota di queste pile è sicuramente la cella a combustibile a 
idrogeno soprattutto per il suo utilizzo come alimentazione negli autoveicoli elettrici. In tale 
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contesto si inserisce il presente lavoro di tesi che focalizza l’attenzione sullo studio di una 
batteria secondaria  denominata batteria a flusso, di seguito presentata. 
1. Batterie a flusso 
La quantità di energia che un accumulatore può produrre è legata alla quantità di reagenti 
disponibili per la reazione e nella maggior parte degli accumulatori è determinata dalla 
quantità di elettrolita che è possibile immagazzinare all’interno della cella stessa. Le batterie a 
flusso sono dei particolari sistemi elettrochimici in cui l’elettrolita è invece contenuto in 
serbatoi esterni rispetto alla cella elettrochimica e da questi è inviato alla cella solitamente 
mediante pompe. A causa di questa struttura le batterie a flusso possono essere definite anche 
come celle a combustibile rigenerative. 
Il vantaggio principale di un tale sistema è il disaccoppiamento tra la capacità, data dalle 
dimensioni dei serbatoi di accumulo dell’elettrolita, e la potenza, che dipende dal numero di 
celle connesse. Tali sistemi, soprattutto se progettati in modo modulare, risultano 
estremamente flessibili e possono rispondere ad  esigenze diverse in termini  di durata e 
potenza. Considerando le peculiarità di tale tecnologia, la sua integrazione  con i sistemi   di 
generazione di energia mediante fonti rinnovabili può rappresentare una valida risposta alle 
richieste  riguardo a stabilità ed efficienza della rete.  
Lo svantaggio principale di una batteria a flusso è legato alla maggiore complessità dal punto 
di vista impiantistico e i maggiori ingombri richiesti rispetto alle normali batterie. Mentre una 
comune batteria è sostanzialmente un dispositivo singolo, le batterie a flusso sono dei piccoli 
impianti dotati di valvole, pompe, serbatoi, strumentazione ecc. Tutto questo rende ben più 
complesso lo sviluppo di tale tecnologia sia per quanto riguarda la progettazione e la 
realizzazione di moduli compatti e facilmente estendibili sia per quanto attiene la gestione 
della singola installazione. Per tali motivi  pochi sono al momento gli esempi di applicazione 
presenti sul mercato. In ogni caso questa classe di batterie è destinata ad un utilizzo di tipo 
stazionario in cui le esigenze di spazio passano in secondo piano rispetto alle caratteristiche di 
versatilità o scalabilità già illustrate. L’impiego delle batterie a flusso come EES all’interno di 
una rete elettrica risulta particolarmente interessante in quanto i sistemi elettrochimici hanno 
tempi di risposta molto veloci, secondi o sue frazioni, quindi permettono di ottenere una 
regolazione fine della tensione assorbendo o immettendo potenza nella rete quasi 
istantaneamente. La significativa capacità ottenibile con queste tecnologie, inoltre, permette di 
avere una riserva in caso di buchi di tensione. Particolare attenzione deve comunque essere 
rivolta al fatto che questi sistemi utilizzano spesso materiali pericolosi specialmente per 
quanto riguarda l’elettrolita (es. vanadio, piombo, cromo). Tuttavia,  trattandosi di sistemi  
statici, eventuali sversamenti accidentali possono essere gestiti attraverso un’adeguata 
progettazione. Il maggiore limite alla diffusione di questa soluzione è invece di natura 
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economica: la maggior parte delle tecnologie fino ad oggi sviluppate non è competitiva 
rispetto ai sistemi tradizionali. Questo limite è da attribuire principalmente agli alti costi delle 
materie prime, alla scala ed alle tecniche di produzione. Anche se la prima batteria a flusso 
risale al 1884 la tecnologia è ancora giovane: la prima batteria moderna è stata sviluppata 
dalla NASA negli anni ’70. Lo sviluppo tecnologico e una maggiore conoscenza dei processi 
coinvolti possono quindi incidere in modo significativo sulle principali voci di costo 
migliorando durata, efficienza e affidabilità dei materiali attualmente impegnati o 
individuando  materiali e processi di produzione più economici.  
Variando le coppie redox è possibile ottenere una vasta gamma di batterie differenti, ma solo 
alcune hanno finora trovato applicazione a livello industriale. Tra queste ci sono le batterie 
poli-solfuro bromuro (polysulfide bromide battery o PSB, 
 	⁄ -  
	⁄ ), ferro-cromo 
(iron chromium battery o ICB,  
⁄ -  
⁄ ), zinco-bromo (zinc bromine battery 
o ZBB, 	 
	⁄ - 
 ⁄ ) e le solo-vanadio (all-vanadium battery o VRB,  ⁄ -  
⁄ ). Queste ultime sono oggetto della presente tesi. . 
2. Batteria redox al Vanadio 
La prima batteria al vanadio è stata realizzata da Maria Skylla-Kazakos e il suo gruppo di 
ricerca all’Università di New South Wales (UNSW) nel 1986 (4). La caratteristica principale 
di queste batterie è che l’elettrolita anodico e catodico è costituito sempre da vanadio.  
Il vanadio può avere quattro stati di ossidazione diversi (+2,+3,+4,+5) e può quindi costituire 
da solo una possibile coppia redox. Ai quattro stati di ossidazione corrispondono 
rispettivamente  le specie ioniche: 
, , 
 e 
. La prima coppia 
 e  è 
contenuta nella semicella negativa mentre le altre due specie in quella positiva. Le reazioni 




 + 2 + 	 (3)  + 	 ⇌ 
 (4) 
La reazione di cella è data dalla somma delle due semireazioni: 
 + V + 
 ⇌ 
 + V
 + 2 (5) 
In condizioni standard (25 °C e attività unitaria delle specie chimiche) la cella fornisce una 
f.e.m. di 1.26V (1.004V per il polo positivo e 0.255V per quello negativo). 
In entrambi i compartimenti il vanadio è disciolto in una soluzione di acido solforico 1-5M. 
L’elettrolita di partenza è il  la cui solubilità diminuisce all’aumentare della 
concentrazione di acido solforico. Con concentrazioni di acido superiori a 5M, il 
 tende a 
formare coppie ioniche con gli anioni dell’acido, generando complessi di grosse dimensioni 
dotati di scarsa mobilità. L’aumento della temperatura ha invece l’effetto opposto sulla 
solubilità e questo è tanto più marcato quanto minore è la concentrazioni dell’acido (3). La 
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temperatura deve comunque essere mantenuta all’interno di un intervallo abbastanza ristretto, 
compreso tra i 15-30°C. Al di sotto dei 5°C si ha infatti precipitazione di 
/ 
nell’elettrodo negativo, mentre sopra i 40°C precipita il  in quello positivo (5).  
Il vanadio crea un ambiente fortemente corrosivo e questo rappresenta un limite nella scelta 
dei possibili materiali. Per quanto riguarda gli elettrodi e i collettori di corrente i materiali più 
utilizzati sono tutti composti a base di grafite che presentano alta conduttività elettronica. 
Purtroppo questi materiali non sono altrettanto validi come elettrodi porosi per i quali è 
richiesta una elevata superficie specifica, alta attività elettrochimica e buona reversibilità alle 
reazioni tra gli ioni vanadio. I trattamenti superficiali sono quindi determinanti per ottenere un 
supporto con le caratteristiche desiderate. 
La membrana è un componente chiave di qualsiasi sistema elettrochimico. Per resistere 
all’ambiente fortemente ossidante deve essere dotata di buona stabilità chimica e deve  essere 
impedire il passaggio degli elettroni  tra i due comparti, permettendo solo il flusso delle specie 
cariche ( e 	) per mantenere la neutralità del sistema. E’ quindi richiesta una elevata 
conducibilità ionica e selettività verso le specie elettro-attive per evitare perdite di capacità e 
potenza. Questo aspetto è valido in assoluto per qualsiasi tipo di batteria ed è particolarmente 
importante in questo caso: gli ioni vanadio possono reagire tra di loro secondo le reazioni 
seguenti, consumando la carica della cella. 
• Elettrolita positivo: 
 + 2VO
 + 2 → 3O
 + H
 (6) V + 
 → 2O
 (7) 
• Elettrolita negativo: 
 + V
 + 2 → 2 + H
 (8) VO
 + 2V
 + 4 → 3 + 2
 (9) 
Un altro fattore che rende questo fenomeno molto importante per questo tipo di sistemi è che 
gli ioni vanadio formano composti coordinati sia con l’acido che con l’acqua e questo ne 
facilita la mobilità attraverso la membrana. 
I fenomeni di cross-over causano quindi una perdita di efficienza durante il funzionamento 
della cella poiché parte della corrente elettrica viene consumata dalle reazioni secondarie. Si è 
osservato in precedenza che in questo tipo di sistemi la capacità è determinata dalle 
dimensioni dei serbatoi di accumulo dell’elettrolita, che normalmente hanno un volume molto 
maggiore di quello delle celle elettrochimiche. I fenomeni di cross-over interessano solamente 
il volume delle celle e quindi la perdita di energia per ciclo incide limitatamente sulla carica 
complessiva del sistema. Tuttavia tale contributo diventa via via più consistente al crescere 
del numero di cicli. Si deve inoltre considerare che l’elettrolita è fatto circolare all’interno 
della cella mediante delle pompe, generalmente alimentate utilizzando parte dell’energia 
elettrica fornita dal sistema stesso. In fase di scarica perché la cella possa funzionare è 
necessario che le pompe alimentino elettrolita fresco dai serbatoi di accumulo alla cella. In 
ANALISI E SIMULAZIONE DI UNA BATTERIA REDOX IN FLUSSO 
AL VANADIO PER SISTEMI DI ACCUMULO DI ENERGIA 
8 
caso di fermo prolungato tra la fase di carica e quella di scarica, i fenomeni di cross-over 
possono consumare l’energia all’interno della cella fino a un livello tale da non permettere   
l’avvio delle pompe, impedendo quindi alla cella di funzionare nonostante il suo stato di 
carica. Si deve inoltre tener presente che per le reazioni secondarie indotte dal cross-over si ha 
una disomogenea formazione di acqua nei due comparti che induce la generazione di un 
battente tra gli stessi ed un flusso convettivo attraverso la membrana. Per assicurare 
efficienza, garantire condizioni stabili nella cella e ridurre l’esigenza di manutenzione 
particolare attenzione deve essere quindi rivolta alla scelta della membrana in modo da 
minimizzare il cross-over. Un ulteriore aspetto da considerare con riferimento alle 
caratteristiche richieste per la membrana sono le dimensioni delle celle che, a parità di 
prestazioni, risultano maggiori a causa della  bassa densità di corrente prodotta (~50 mA/cm2).   
La maggiore estensione richiesta per le membrane comporta la necessità di poter disporre di 
materiali con una  buona resistenza meccanica ed un  basso costo, per assicurare affidabilità e 
competitività al sistema.  Per trovare un buon compromesso tra tutte le esigenze  considerate 
diversi studi sono stati condotti con riferimento a membrane sia a scambio protonico che 
anionico (3) (6) (7) : al momento la membrana più utilizzata è il Nafion. 
Il Nafion è una membrana a scambio protonico comunemente usata per sistemi a bassa 
temperatura. Questa membrana presenta elevata conducibilità protonica e buona stabilità 
chimica in ambienti acidi e ossidanti. Il problema maggiore di questa membrana è legato alla 
selettività sia verso gli ioni vanadio che nei confronti dell’acqua. Per migliorare questo 
aspetto sono stati studiati sistemi ibridi in cui diversi materiali vengono accoppiati a formare 
una struttura a strati.  
L’utilizzo di un unico elemento in entrambi i comparti è certamente  un vantaggio importante 
poiché impedisce fenomeni di contaminazione attraverso la membrana. In caso di 
mescolamento dei due elettroliti per riottenere le specie iniziali è sufficiente fornire energia in 
modo da far avvenire le reazioni di ossido-riduzione. Il vanadio contenuto nei serbatoi non 
subisce quindi fenomeni degenerativi e di passivazione e ha quindi una durata potenzialmente 
illimitata. Considerando che il prezzo del vanadio oscilla tra i 7÷14$/kg il vantaggio 
economico che ne consegue è evidente.  
Il vanadio e i suoi composti sono considerati altamente tossici causano il cancro alle vie 
respiratorie e sono pericolosi per l’ambiente. Il loro utilizzo richiede quindi che siano adottate 
tutte le misure necessarie ad evitarne la dispersione nell’ambiente.  
Le considerazioni fatte evidenziano la necessità di adeguati strumenti di calcolo che 
permettano di analizzare il comportamento del sistema anche in condizioni critiche, fornendo 
le informazioni necessarie per una scelta ottimale dei materiali ed un’adeguata  progettazione 
impiantistica.
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Cap. 2 - Il modello matematico  
In questo capitolo è illustrato il modello matematico sviluppato per la simulazione di una 
batteria in flusso al Vanadio.  
Dapprima è stato considerato un modello bidimensionale, nel quale la membrana è stata 
considerata impermeabile al passaggio degli ioni vanadio. Il modello è stato quindi ridotto al 
caso monodimensionale, al fine di ridurre i tempi di calcolo senza comprometterne la capacità 
descrittiva. In tale configurazione, il modello è stato quindi impiegato per valutare l’effetto di 
alcuni parametri, ritenuti significativi, per il funzionamento della batteria.  
Successivamente, è stato analizzato il comportamento del sistema, considerando la membrana 
permeabile agli ioni vanadio ed  il modello bidimensionale è stato modificato per tener conto 
dei fenomeni che intervengono a causa del crossover. 
Infine, la capacità simulativa dei modelli sviluppati è stata verificata attraverso il confronto 
con dati sperimentali ottenuti su una cella da laboratorio.  
1. Stato dell’arte 
La prima pubblicazione in cui viene presentato un modello matematico per  una batteria a 
flusso al solo vanadio risale al 2008 ad opera di Li e Hikiara (8). Il modello proposto 
rappresenta un sistema dinamico e zero-dimensionale  e viene impiegato per analizzare  
l’efficienza elettrochimica e meccanica, quest’ultima dovuta alle pompe, della cella. Lo stesso 
anno Shah et al. (9) pubblicarono un modello dinamico bidimensionale di una singola cella, 
utilizzato per prevedere la distribuzione dei reagenti all’interno del sistema e valutare l’effetto 
della portata di alimentazione sulle prestazioni della cella. Questo studio è particolarmente 
importante perché rappresenta il riferimento per molti dei modelli che sono stati pubblicati in 
seguito. Gli stessi autori in lavori successivi (10) (11)  hanno ampliato la capacità descrittiva del  
modello inserendo l’analisi dei flussi di calore dovuti alle reazioni agli elettrodi e lo sviluppo 
dei composti gassosi, ossigeno e idrogeno, a causa di reazioni  secondarie (12). 
Utilizzando lo stesso approccio, You e collaboratori (13) hanno sviluppato un modello  
stazionario per studiare il funzionamento della cella al variare della densità di corrente e dello 
stato di carica. Successivamente, Vynnycky (14), propose una  riduzione dimensionale del 
modello di Shah (9) utilizzando un’analisi asintotica. La soluzione proposta consente una 
riduzione dei tempi di calcolo, preservando la capacità descrittiva del modello. La maggiore 
velocità di calcolo permette di utilizzare il modello anche per la simulazione di più celle in 
serie, ponendo le basi per la messa a punto di strumenti per lo studio e la progettazione di 
unità industriali.  
Con l’obiettivo di condurre un’analisi dettagliata del comportamento di una singola cella, 
partendo sempre dal lavoro di Shah et. al. (9), Ma et. al hanno invece sviluppato un modello 
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tridimensionale di un elettrodo negativo, con il quale hanno studiato  l’effetto del campo di 
velocità dell’elettrolita sulle prestazioni della cella (15). 
Tutti i modelli considerati evidenziano dei limiti nella previsione del potenziale di cella. In 
particolare, la discrepanza tra i valori misurati e quelli ottenuti dalla simulazione è 
quantificabile in circa il 10%. E’ stato dimostrato (16) che questo errore è da attribuire al fatto 
che il  potenziale di equilibrio è stimato senza tener conto dell’attività dei protoni coinvolti 
nella reazione e della differenza di potenziale, denominata  potenziale di Donnan,  che si 
instaura all’interfaccia elettrodo-membrana. Partendo dal modello proposta da Vynnycky (14), 
e tenendo in considerazione i risultati ricavati a riguardo (16), M. H. Chakrabrti et al. hanno 
proposto un nuovo modello (17) monodimensionale e stazionario, che permette di  ottenere 
valori del  potenziale della cella  in ottimo accordo con i dati reali. Infine, nel lavoro di M. 
Guarnieri et al. (18), il modello monodimensionale è esteso a condizioni di lavoro non 
stazionarie, e vengono confrontate le prestazioni computazionali ed i risultati della 
simulazione dei  modelli  mono e bidimensionale.  
Un secondo aspetto critico per la rappresentatività dei modelli considerati deriva 
dall’assumere la membrana come perfettamente impermeabile a tutte le specie ioniche esclusi 
gli ioni idrogeno. Nel 2011 M. Skyllas-Kazacos, alla quale si deve il primo brevetto nel 1988 
della batteria al solo vanadio, pubblicò un lavoro (19) nel quale viene  analizzato l’effetto sul 
funzionamento della cella della permeabilità della membrana agli ioni vanadio. Studi simili 
con sistemi dinamici che considerano i fenomeni di crossover sono quelli pubblicati da E. C. 
Kumbur et al. (20) e H. Ju (21). Il primo dei due lavori analizza in dettaglio il contributo dei 
diversi meccanismi di trasporto delle specie ioniche nella membrana, mentre il secondo 
considera anche l’effetto del calore di reazione proveniente dalle reazioni di auto-scarica. I 
modelli proposti permettono di valutare le prestazioni della cella per un numero, non elevato 
peraltro, di cicli di carica-scarica. Si tratta di modelli tridimensionali che ben si prestano ad 
una valutazione dettagliata del ruolo svolto dai diversi fenomeni che hanno luogo all’interno 
della singola cella durante il suo funzionamento, ma richiedono tempi computazionali che 
possono limitare la loro applicabilità nello studio di unità (stack) che includono un elevato 
numero di celle.  
Accanto agli studi finora considerati, che si riferiscono a sistemi isotermi, sono presenti in 
letteratura lavori che considerano anche il comportamento termico del sistema. La capacità 
specifica di questi sistemi è strettamente legata alla concentrazione degli ioni vanadio 
all’interno dell’elettrolita. Per evitare la precipitazione degli ioni V2+ e V3+ la temperatura 
della cella non deve scendere sotto i 5°C mentre sopra i 40°C (22),al contrario, si ha 
precipitazione degli ioni V5+. La finestra di temperatura entro la quale deve  lavorare la cella è 
quindi ristretta. Di qui l’interesse per questo aspetto nell’ottica sia di migliorare la 
comprensione dei fenomeni responsabili del comportamento della cella nel tempo, sia nella 
definizione di una progettazione ottimale di materiali e impianti. Al lavoro di Shah et al. (10) , 
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già ricordato, si sono aggiunti nel tempo gli studi condotti da Kazacos (5) (19) (23) che valutano i 
fenomeni termici sulla cella, seguendo anche la loro evoluzione dopo un certo numero di cicli. 
Altri studi a livello di modellazione si sono, invece, concentrati sul fenomeno delle correnti 
parassite, al fine di valutare  condizioni di lavoro o configurazioni della cella che permettano 
di minimizzare le dissipazioni ad esse associate, che inevitabilmente riducono le prestazioni 
di questi sistemi. 
2. Modello  matematico bidimensionale 
 Una batteria a flusso è formata da: 
• due elettrodi, positivo e negativo,  dove  avvengono i fenomeni elettrochimici, 
alloggiati all’interno di comparti elettrodici.  
• due conduttori elettronici che permettono il trasferimento degli elettroni e a cui è 
collegato il carico/generatore esterno. 
• una membrana porosa che separa i comparti elettrodici, costituita da un materiale 
isolante per gli elettroni ma  permeabile alle specie ioniche in modo da mantenere la 
neutralità agli elettrodi. 
• due serbatoi esterni contenenti l’anolita e il catolita e le tubazioni ed i relativi sistemi 
di circolazione (pompe, valvole ,etc.) necessari per la loro movimentazione da e verso 
la cella. 
Nella Figura 1 è riportato lo schema di  una cella al vanadio in cui sono indicate anche le 
reazioni agli elettrodi nel verso della carica. 
 













+2 / V+3 
+ - 
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Questo studio utilizza come modello bidimensionale di riferimento quello riportato nel lavoro   
M. Guarnieri et al. (18). La cella viene suddivisa in 5 domini: i 2 comparti elettrodici, i 2 
collettori, la membrana. Il modello viene sviluppato sulla base delle seguenti assunzioni: 
1. Tutti i domini della cella sono assunti isotermi. 
2. Le proprietà del collettore, dell’elettrodo, dell’elettrolita e della membrana sono assunte 
isotropiche ed omogenee.  
3. Non si considera l’effetto della gravità  
4. Ciascun elettrolita  è considerato un fluido incomprimibile. 
5. Per i fenomeni di trasporto si assume valida l’ipotesi di soluzione diluita 
6. Il trasporto delle specie ioniche  per elettro-migrazione viene trascurato 
7. Ciascun elettrolita è considerato elettricamente neutro. 
8. Lo sviluppo di composti gassosi (idrogeno e ossigeno) a causa delle reazioni 
elettrochimiche è trascurato. 
9. Non viene considerato il trasporto di acqua attraverso la membrana  
10. La membrana viene considerata permeabile solo ai protoni. 
11. Le variazioni di tutte le proprietà lungo lo spessore della cella sono trascurate. 
12. Nei serbatoi esterni si assume una condizione di perfetto mescolamento. 
2.1.Elettrodo poroso 
Gli elettrodi della cella sono costituiti da materiale poroso, generalmente feltro di fibre 
carboniose. L’elettrolita, una soluzione di acido solforico in acqua e ioni vanadio, è fatto 
circolare all’interno dell’elettrodo poroso grazie alle pompe esterne. Agli elettrodi hanno 
luogo le reazioni chimiche di ossidoriduzione secondo gli schemi riportati in (3) e (4), scritte 
da sinistra a destra nel verso della carica. L’elettrodo positivo è indicato con 1 e quello 
negativo con 2. 
La conservazione della specie ionica all’interno del sistema è espressa dall’equazione 





La porosità dell’elettrodo è indicata con %, +,-'( è il flusso delle specie cariche e ' è il termine 
di produzione/consumo della specie 0. La concentrazione degli ioni 4
	 è ricavata dalla 
condizioni di elettroneutralità dell’elettrolita: 
4 5'&'( = 0'  (11) 
nella forma:   
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Le reazioni elettrochimiche avvengono sulla superficie dell’elettrodo poroso, dove ha luogo il  
trasferimento di carica. Per il sistema considerato, tale processo è limitato dal trasporto di 
specie dalla soluzione elettrolitica alla superficie dell’elettrodo. In tali condizioni il fenomeno 
è descritto mediante una forma modificata dell’equazione di Butler-Volmer che considera la 
differenza di concentrazione di specie chimiche tra la superficie dell’elettrodo e il bulk 
dell’elettrolita. 













:; indica la densità di corrente netta prodotta all’elettrodo, :< è la densità di corrente di 
scambio. &' la concentrazione di specie chimica nella soluzione elettrolitica, mentre &',? è la 
concentrazione sulla superficie. Il termine  BG è il coefficiente di trasferimento elettronico nel 
verso catodico (riduzione) e (1 − BG) = BC nel verso anodico (ossidazione).  è la costante di 
Faraday,  la costante universale dei gas, D la temperatura di lavoro della cella elettrochimica 
e E è la sovratensione per la reazione elettrodica. La corrente di scambio :< è funzione delle 
concentrazioni delle specie ioniche coinvolte nel processo secondo le espressioni seguenti. 





in cui JP è la costante cinetica delle reazioni agli elettrodi.  
Le sovratensioni sono calcolate come 
E = Q? − Q( − R<,	 (17) 
E
 = Q? −Q( − R<,
	 (18) 
con Q? e Q( i potenziali elettrici rispettivamente nel solido e nell’elettrolita liquido. Il termine  
R<,P è il potenziale a circuito aperto calcolato attraverso l’equazione di Nernst  
R<, = R< + 	D 	S T
U>UVW
U> X	 (19) 
R<,
 = R
< + 	D 	S A
U>U>
F	 (20) 
in cui compare il potenziale standard dell’elettrodo, indicato con R<, e U' attività della specie 
0 calcolata come &' 1	Y⁄ . 
Sulla superficie dell’elettrodo si assume che il fluido abbia velocità nulla (no-slip condition). 
All’interno dello strato limite il trasporto di specie è ascrivibile solo alla diffusione. In 
condizioni stazionarie per mantenere l’equilibrio è necessario che le specie chimiche siano 
continuamente alimentate e allontanate dalla superficie dell’elettrodo alla stessa velocità con 
la quale si producono e si consumano. Assumendo nullo il trasporto convettivo il flusso 
diffusivo di specie chimica deve essere uguale alla velocità della reazione elettrochimica. Con 
questa assunzione è possibile ricavare la concentrazione superficiale. Prendendo come 
esempio l’elettrodo positivo si ha: 
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JZ,$&> − &>? ) = J$&>)KLM$&>)KLN =&>,?&> @ A
BC	D EF − &>,?&> @ A
BG	D EFH	 (21) 
JZ,(&> − &>? ) = J(&>)KLM(&>)KLN =&>,?&> @ A
BC	D EF −
&>,?&> @ A
BG	D EFH	 (22) 
Uguagliando i due termini di sinistra è possibile correlare  le concentrazioni delle specie sulla 
superficie dell’elettrodo tra loro: 
>? = > − > + >? 	 (23) JZ,(&> − &>? ) =
= J(&>)KLM(&>)KLN [&>,?&> @ A
BC	D EF −
&> − &> + &>?&> @ A
BG	D EF\	 (24) &>? =
= & +
JJZ, (&>)KLM(&>)KLN 	@ ]
BG	D E^ − JJZ, (&>)KLM(&>)KLN		@ ]
BG	D E^
1 + JJZ, (&>)KLM	(&>)KLN 	@ ]
BC	D E^ − JJZ, (&>)KLM(&>)KLN		@ ]
BG	D E^
		 (25) 
Rielaborando le relazioni, è possibile esprimere la concentrazione superficiale &'? in modo 
compatto nella forma : 
_ = JJZ, (&>)KLM	(&>)KLN 	@ A
BC	D EF	 (26) 
 = JJZ, (&>)KLM(&>)KLN		@ A
BG	D EF	 (27) 
&>? = (1 + )&> + 	&>1 + _ + 	 (28) 
Avendo espresso la corrente elettrica in termini di densità superficiale, la quantità totale di 
carica da e verso la superficie è funzione dell’area specifica _. Questa indica la superfice 
attiva per il fenomeno elettrochimico espressa per unità di volume di elettrodo poroso. Le 
moli convertite per unità di carica dipendono invece dal coefficiente stechiometrico di ogni 
specie chimica coinvolta nelle reazioni. 
',P = `',P 	_	:;P 	 (29) 
L’indice a indica il compartimento anodico o catodico nel quale sono presente le specie 
chimiche attive 0. 
0, 1	%	{4, 5,}	 (30) 
0, 2	%	{2, 3}	 (31) 
Nell’elettrolita il flusso di specie chimiche +,-'( da e verso la superficie è descritto mediante 
l’equazione di Nernst-Plank. 
+,-'( 	= −c'(dde&' − 	D 5'&'c'(ddeQ( + f-&'	 (32) 
dove il trasporto degli ioni resta definito attraverso tre contributi rispettivamente da sinistra a 
destra: diffusione, elettro-migrazione e convezione. Il coefficiente di diffusione effettivo della 
specie 0, indicato con c'(dd, tiene conto della porosità % dell’elettrodo mediante la relazione  
di Bruggerman. 
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Le altre variabili che compaiono in (32) sono la carica della specie chimica 0, 5', e la velocità f,- del fluido nella cella. La velocità nell’elettrolita può essere determinata ricorrendo 
all’equazione di continuità seguente 
∇ghPf-Pi = Z,P (34) 
in cui hP è la densità dell’elettrolita e Z,P è un termine di produzione-consumo di massa 
nell’elettrodo. In assenza di scambi di materia tra gli elettrodi il termine Z,P è nullo e 
ricordando l’ipotesi di incomprimibilità del fluido si ottiene 
∇f-P = 0 (35) 
La velocità dell’elettrolita dipende quindi solo dalla portata alimentata, ha direzione normale 
rispetto alla sezione di ingresso e il suo modulo può essere definito da: 
fj = kl ℎ( % (36) 
Sostituendo l’equazione (32) nel bilancio di materia espresso dall’equazione (10) è possibile 
ricavare la legge di variazione della concentrazione della specie ionica nell’elettrodo poroso 
in funzione della reazione.  
In condizioni stazionarie e trascurando il termine di migrazione elettrica si ottiene: 
' = −c'(dde
' + fe' (37) 
Il movimento degli ioni all’interno dell’elettrolita determina un flusso di carica netto, e quindi 
una densità di corrente, dato dalla somma dei contributi di ogni ione. 
:n( = 4 5'  +,-'('  (38) 
Il flusso di corrente è generato dalla reazione elettrochimica che avviene sulla superficie 
dell’elettrodo ed il trasferimento di carica :n rappresenta un fenomeno locale su scala 
microscopica. Riferendo la densità di corrente all’unità di volume è possibile ottenere una 
densità di corrente media volumetrica ,  :opn , espressa attraverso l’espressione seguente. :opn = −_:; = _:;
 (39) 
L’accoppiamento tra il trasporto di carica nell’elettrolita ed il trasferimento all’elettrodo  è 
realizzato imponendo la conservazione della carica nel sistema. 
e:-n( = −e:-?( (40) :-?( rappresenta la densità di corrente all’interno dell’elettrodo poroso, descritta dalla legge 
Ohm in cui la conducibilità effettiva del solido q?(dd è valutata mediante la correzione di 
Bruggerman. 
:-?( = −q?(ddeQ?( (41) q?(dd = $1 − %)/
q? (42) 
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2.2.Collettori 
Nei collettori di corrente l’unico fenomeno fisico è il passaggio di carica elettrica attraverso 
un solido conduttore, descritto dalla legge di Ohm. :-?G = −q&eQr& (43) 
L’elettricità è data dal movimento delle cariche elettriche lungo un conduttore e la materia è 
complessivamente neutra quindi le cariche elettriche non possono accumularsi all’interno del 
conduttore, ma si muoveranno lungo di esso. Questo fenomeno è espresso dal principio di 
conservazione della carica. 
e:-?G = 0 (44) 
Combinando (43) e (44) si ottiene. 
e$qGeQ?G) = 0 (45) 
2.3.Membrana 
La membrana utilizzata nelle batteria a flusso al vanadio è di tipo a scambio protonico ed è un 
isolante dal punto di vista elettronico. Le membrane a scambio protonico sono generalmente 
formate da ionomeri negativi e sono caratterizzate dalla concentrazione di cariche fisse ct. Nel 
presente modello si è ipotizzato che essa sia perfettamente impermeabile a tutte le specie 
ioniche, esclusi i protoni. Sotto questa ipotesi essa si comporta come un solido conduttore e 
quindi il suo comportamento sarà analogo a quella di un conduttore di prima specie, per il 
quale vale la relazione:  
egqZ(ddeQ?Zi = 0 (46) 
La conducibilità della membrana qZutt dipende solo dalla concentrazione delle specie cariche 
in grado di attraversarla, ossia solo gli ioni idrogeno. Come già detto però la materia è 
elettricamente neutra e quindi la concentrazione di protoni all’interno della membrana sarà 
tale da bilanciare esattamente le cariche fisse negative. 
&VZ = &d 5Gv5V  (47) 
L’espressione della conducibilità assumerà quindi la forma:  
qZ(dd = 5VW
 
&dcVW D  (48) 
2.4.Serbatoi di stoccaggio 
Durante il funzionamento della batteria la concentrazione delle specie ioniche  all’interno dei 
serbatoi varia per effetto dei processi che hanno luogo nei comparti della cella. Sotto l’ipotesi 
di mescolamento perfetto e considerando assenza di reazioni, il bilancio dinamico sui 
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serbatoi, per ciascuna specie i,  può essere scritto facendo riferimento solo alle concentrazioni 
in ingresso e uscita dalla cella. &''w# = k g&0xy# − &00i (49) 
Considerando lo schema di ricircolo, il termine &''w nel bilancio precedente rappresenta la 
concentrazione all’interno ed in uscita dai serbatoi, e coincide con il valore medio in entrata 
alla cella. La condizione in entrata ai serbatoi, invece,  resta associata alla concentrazione 
media in uscita dalla cella, &'pz{. Fissata la corrente di alimentazione I e il tempo di ricarica ∆#G~ il volume totale di elettrolita  è stimato attraverso la Legge di Faraday.  
 =  ∆#G~ $&'d'w − &''w) (50) 
Le concentrazioni che compaiono al denominatore si riferiscono ad una qualsiasi specie 
chimica coinvolta nella reazione e rappresentano le concentrazioni finale &'d'w ed inziale &''w 
desiderate. Il volume  dei serbatoi è ottenuto sottraendo al volume totale il volume di 
elettrolita nella cella: 
 =  − %  l ℎ( (51) 
Considerando lo schema della batteria, che prevede l’accoppiamento della cella con i serbatoi,  
il bilancio per ciascuna specie ionica deve essere riformulato tenendo conto della non 
stazionarietà e la (37) assume la forma: "%&'"# = S + c'(dde
&' − fe&' (52) 
2.5.Condizioni iniziali e al contorno 
Vengono di seguito riportate le condizioni iniziali e al contorno, definite per ogni dominio, 
facendo riferimento alla Figura 2. 
Per quanto riguarda i flussi di materia, il collettore è assunto perfettamente impermeabile a 
tutte le specie chimiche. La membrana è invece per ipotesi permeabile ai soli protoni. In 
condizioni ideali il flusso di ioni idrogeno sarà quindi tale da mantenere in ogni punto la 
membrana neutra. La condizione viene posta imponendo &VW = &d . Il flusso netto è quindi 
nullo  per tutte le specie ad esclusione dei protoni, anche su questa interfaccia. Dal punto di 
vista matematico queste considerazioni si esprimono nella forma seguente: −,- ∙ +,-'( = 0 @  =  ∧  = 
 ∧  =  ∧  =  0 = {
, , 
, 
} −,- ∙ +,-V( = ,- ∙ +,-VZ (53) 
La concentrazione in ingresso è definita una volta stabilito lo stato di carica x del sistema. 
In assenza di reazioni secondarie o altri fenomeni che consumano il vanadio contenuto nella 
cella, la sua quantità è mantenuta costante all’interno di ogni semicella. 
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Figura 2 – Schema dimensionale della cella 
Partendo con concentrazioni totali di vanadio e condizioni di carica uguali in ogni comparto, 
lo stato di carica della cella è lo stesso se calcolato su uno o sull’altro dei due elettrodi ed è 
definito come: &>, . &>  &> &>,
 . &>
  &> (54) x . &>&>, . &>
&>,
 (55) 
in cui &>, e &>,
 indicano le concentrazioni totali di vanadio rispettivamente nel polo positivo 
e negativo. Lo stato di carica risulta unitario per una cella completamente carica e pari a zero 
nel caso opposto. Con queste definizioni la concentrazione in ingresso delle singole specie 
chimiche può essere definita con le espressioni seguenti. &>'w . &>< $1 / x) &>'w . &>< 	x &V,'w . &V,< 	x &>
'w . &>




Sulla sezione di ingresso le condizioni saranno quindi definite da: &',P . &',P'w$#)@ . 0 (57) 
In uscita dal sistema viene posta una condizione di continuità del flusso per ciascuna  specie i. *+,-'( . 0	@ .  (58) 
Per quanto riguarda i fenomeni elettrici il carico/generatore esterno è collegato ai collettori di 
corrente. 
/,- ∙ :?G,,,- .  l	 	@	 . 0/ l	 @	 .  (59) 
Il resto della cella è invece considerato elettricamente isolato. 
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−,- ∙ :?G,,,- = −,- ∙ :?(,,,- = −,- ∙ :n(,,,- = −,- ∙ :?Z,,,,- = 0 @		 . 0 ∧  =  (60) 
Il collettore di corrente della cella negativo è posto a terra in modo tale da fungere da 
riferimento per il resto della cella. Qr& = 0 @		 .  (61) 
Infine al tempo iniziale si avrà 	x$#) . x< @# = #< (62) 
2.6.Parametri del sistema 
I parametri utilizzati nel modello sono riportati nelle tabelle seguenti suddivisi per i domini 
del sistema ai quali si applicano. 
 
Tabella 1 – Parametri globali del sistema 
	 2.00 ∙ 10	
 m lunghezza cella l 2.50 ∙ 10	
 m spessore cella {	 3 ∙ 10	 m3 volume serbatoi D	 300 K Temperatura 5>
	 2  valenza V2 5>	 3  valenza V3 5>	 2  valenza V4 5>	 1  valenza V5 5V	 1  valenza H 578	 /2  valenza SO4 
 
Tabella 2 – Parametri collettori di corrente 
mG 	 1.25 ∙ 10	 m larghezza collettore qG 1000	 S/m conducibilità collettore :Gpnn	 ±400 A/m2 densità di corrente applicata 
 (+/- : carica/scarica) 
 
Tabella 3 – Parametri elettrodi porosi 
ℎ(	 3.00 ∙ 10	 m larghezza elettrodo %	 0.929  porosità elettrodo _ 1.64 ∙ 10	 m2/m3 superficie specifica q? 1000	 S/m conducibilità elettrodo k 60	 ml/min portata alimentazione R<, 1.004	 V potenziale standard (+) R<,
 −0.225	 V potenziale standard (-) 
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c>
 2.4 ∙ 10	< m2/s diffusività V2 c> 2.4 ∙ 10	< m2/s diffusività V3 c> 3.9 ∙ 10	< m2/s diffusività V4 c> 3.9 ∙ 10	< m2/s diffusività V5 cV  9.3 ∙ 10	 m2/s diffusività H c78 1.1 ∙ 10	 m2/s diffusività SO4 J 6.8 ∙ 10	 m/s costante di reazione (+) J
 1.7 ∙ 10	 m/s costante di reazione (-) JZ, 1.6 ∙ 10	 m/s coefficiente di trasporto di massa (+) JZ,
 1.6 ∙ 10	 m/s coefficiente di trasporto di massa (-) B 0.5  costante di trasferimento (+) B
 0.5  costante di trasferimento (-) &>, 1500 mol/m3 concentrazione totale (+) &>,
 1500 mol/m3 concentrazione totale (-) &V,<  6000 mol/m3 concentrazione H iniziale (+) &V,
<  4500 mol/m3 concentrazione H iniziale (-) 
 
Tabella 4 – Parametri membrana 
ℎZ 1.25 ∙ 10	 m larghezza membrana &d 1200 mol/m3 concentrazione cariche fisse (PEM) 5Gv  −1  valenza cariche fisse cV,Z 3.5 ∙ 10	< m/s diffusività H (PEM) 
3. Sviluppo del modello monodimensionale  
 
I modelli bidimensionali e tridimensionali possono fornire risultati molto aderenti alla realtà 
ma il loro maggiore limite è il tempo necessario al loro calcolo. Per risolvere questo problema 
ci sono due principali alternative che possono anche essere combinate tra loro e sono: 
semplificare il modello trascurando i fenomeni fisici ritenuti meno rilevanti o ridurlo a un 
modello spazialmente più semplice. La prima soluzione può però diminuire in modo 
significativo la capacità simulativa del sistema. Il secondo approccio richiede invece una 
riformulazione delle equazioni descrittive del sistema. Per ridurre il modello lungo la 
direzione della lunghezza  è stata modificata l’equazione (32) ottenendo: "%&'"# = S + c'(dd "

&'"
 − fj &' − &'
'w
  (63) 
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che equivale a considerare una condizione di perfetto mescolamento all’interno dell’elettrodo 
poroso (17). L’approssimazione così introdotta è però tanto più pesante quanto maggiore è la 
lunghezza della cella. Per superare questo limite è stato sviluppato un opportuno ciclo di 
calcolo iterativo. L’idea alla base dello studio riportato di seguito è mettere in serie più 
sottosistemi monodimensionali per i quali la lunghezza è tale da poter ritenere trascurabile 
l’approssimazione introdotta mediante la riduzione della scala a 1D. 
 
Figura 3 – Struttura del ciclo di calcolo iterativo  
L’obiettivo è di ottenere uno strumento in grado di simulare un sistema di dimensioni  
comparabili a quelle che caratterizzano le celle commerciali, con tempi di calcolo contenuti.  
Il modello monodimensionale è validato mediante il confronto con dati sperimentali (17) ma il 
limite maggiore di questo studio è che la scala dei sistemi esaminati è molto più piccola 
rispetto a quella industriale. Questo limite è causato dalla disponibilità dei dati sperimentali 
solo per celle elettrochimiche su scala di laboratorio 
Il modello bidimensionale considerato in questo lavoro fornisce i valori locali delle diverse 
grandezze, permettendo di analizzare l’effetto della lunghezza della cella, compatibilmente 
con le  ipotesi fatte per la sua definizione. In assenza di dati sperimentali specifici, i risultati 
del modello bidimensionale sono stati utilizzati come riferimento per valutare la capacità 
descrittiva dei sistemi ridotti.  
Lo studio è realizzato utilizzando l’integrazione tra il software COMSOL Multiphysics® e 
MATLAB® permesso dal modulo LiveLink™. Il software COMSOL® permette la 
risoluzione delle equazioni del modello ai volumi finiti. Il programma MATLAB® fornisce la 
flessibilità che permette di realizzare il ciclo di calcolo richiesto. 
La lunghezza influisce direttamente sui parametri di funzionamento del sistema. In celle più 
lunghe è maggiore il tempo di permanenza dell’alimentazione all’interno degli elettrodi. 
L’effetto è un aumento del grado di conversione dell’alimentazione per passaggio. 
All’aumentare del grado di conversione aumentano però anche le resistenze interne al 
processo elettrochimico che invece hanno l’effetto contrario sulla conversione per passaggio. 
E’ subito evidente quindi che l’aumento della lunghezza ha effetti complessi sulla cella 
elettrochimica. Bisogna anche considerare che in una batteria reale i tempi di passaggio del 
fluido nella cella sono trascurabili rispetto ai tempi di carica e scarica: i tempi di 
attraversamento sono dell’ordine di secondi o sue frazioni mentre i tempi di carica-scarica di 
minuti o ore. Sotto queste ipotesi quindi il parametro che maggiormente influenza la velocità 
di carica-scarica è proprio la conversione per passaggio, dato che il processo elettrochimico 
può essere ritenuto istantaneo in fase d’uso della batteria. Una variazione della lunghezza 
della cella quindi ha effetti anche sull’intero sistema in termini di prestazione.  
ss1 ss2 ... ssN-1 ssN 
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L’attuazione pratica del ciclo di calcolo prevede la risoluzione di un numero preimpostato di 
sottosistemi in serie. I singoli sottosistemi sono di dimensioni tali da poter ritenere valida la 
riduzione operata nel modello monodimensionale come mostrato in (18). Le condizioni in 
ingresso alla batteria corrispondono alle condizioni iniziali nel primo sottosistema e l’uscita 
dall’ultimo sottosistema la condizioni di uscita dalla cella elettrochimica. Il modello 
monodimensionale è utilizzato senza bisogno di modifiche alle equazioni tranne che per le 
condizioni di ingresso. Nel primo sottosistema l’alimentazione proviene dai serbatoi che sono 
assunti perfettamente mescolati. In ingresso alla cella si ha quindi un profilo di 
concentrazione variabile nel tempo ma uniforme su tutta la sezione di ingresso per ogni specie 
chimica. In uscita dai sottosistemi invece i fenomeni elettrochimici determineranno un preciso 
profilo di concentrazione funzione sia del tempo, sia dello spazio. Per quanto riguarda le 
condizioni di alimentazione al secondo sottosistema, e in quelli successivi, sono stati 
considerate due soluzioni diverse. Nel primo caso è stato assegnato, come dato di ingresso, il 
valore medio della concentrazione in uscita dallo stadio precedente; nel secondo caso, invece, 
è stata considerata l’intera informazione riguardo al profilo di uscita. 
4. Analisi di sensitività 
Al fine di valutare il ruolo svolto da alcune grandezze caratteristiche del sistema, il 
comportamento della cella è stato simulato con il modello monodimensionale facendo variare 
alcuni dei parametri elencati. Nel primo studio il parametro che è stato variato è il volume del 
serbatoio. Per rendere l’analisi indipendente dalle dimensioni della cella è stato utilizzato il 
rapporto tra il volume di elettrolita all’interno della cella e il volume del serbatoio. > = / (64) 
con ( volume dell’elettrolita all’interno del singolo elettrodo poroso calcolato come in (51). 
L’obiettivo dell’analisi è osservare gli effetti  sul tempo di carica/scarica in condizioni di 
corrente di alimentazione fissate. Combinando le equazioni (50), (51) e (64) é possibile 
esprimere il tempo di carica in funzione di > attraverso:  
∆#G~ = (		$&'d'w / &''w)I  > (		$&'d'w / &''w)I . ∆#?$>  1)	 (65) dove	il termine ∆#? è il tempo specifico di carica e dipende dalle caratteristiche del sistema, 
dalle condizioni limite di carica e scarica e dall’alimentazione. Variando le dimensioni dei 
serbatoi inoltre è possibile analizzare la relazione tra lo stato di carica interno alla cella, 
definito in (55), e quello dei serbatoi definito come: x7 . &>'w&>, = &>
'w&>,
 (66) 
Nel secondo studio è stata variata la conducibilità dell’elettrodo poroso q? e del collettore qG 
ed è stata osservata la differenza di potenziale ai capi della cella durante l’intero ciclo di 
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carica-scarica. Spesso nelle celle si utilizza lo stesso materiale per elettrodo e collettori e 
questi differiscono tra loro solo per i trattamenti a cui sono sottoposti, che comunque non 
modificano la conducibilità elettrica del materiale. In altri casi invece elettrodo e conduttore 
sono realizzati in materiali diversi e poi assemblati in strutture multistrato. 
A completamento dell’analisi condotta con il modello monodimensionale, si è considerato 
l’effetto dell’inserimento nel modello del potenziale di Donnan. Tale studio non si configura 
propriamente come un’ analisi di sensitività  poiché non prevede la modifica di alcuno dei 
parametri della simulazione, ma è significativo per valutare l’incidenza di tale termine nella 
definizione della differenza di potenziale a circuito aperto della cella. All’interfaccia 
elettrodo-membrana a causa della natura selettiva di quest’ultima si stabilirà un equilibrio di 
ripartizione tra i due ambienti. La differente concentrazione comporta l’instaurarsi di una 
differenza di potenziale tale da equiparare i potenziali elettrochimici delle specie chimiche 
coinvolte. Sotto l’ipotesi di perfetta selettività della membrana le uniche specie chimiche in 
grado di attraversarla sono i protoni. Poiché deve essere anche rispettata la condizione di 
neutralità, il risultato finale è che la concentrazione di protoni all’interno della membrana sarà 
tale da bilanciare le cariche fisse, come già illustrato in (47). Tralasciando la trattazione 
teorica dell’argomento che esula dallo scopo di questo lavoro, si ottiene: 
∅,P = − 	D lnT&,a&¡ X (67) 
in cui ∅,P indica il potenziale di Donnan relativo all’interfaccia con l’elettrodo positivo o 
negativo. 
I valori assegnati alle variabili per i diversi studi sono riportati nella tabella seguente. 
 
Tabella 5 – Parametri analisi 
STUDIO 1÷4 G 0.8	  stato di carica completa 
STUDIO 1÷4 ¢ 0.2	  stato di scarica completa 
STUDIO 1 >	 [1,10,50,100]  rapporto dei volumi 
STUDIO 2 
q? [500,1000,1500]	 S/m conducibilità elettrodo qG	 [1000,	10000] S/m conducibilità collettore  
STUDIO 3 ∅,P  ON/OFF  potenziale di Donnan 
STUDIO 2÷3 fxS 140 ml volume di riferimento serbatoio 
5. Crossover 
Nei capitoli precedenti si è già parlato dei fenomeni di crossover che avvengono attraverso la 
membrana a scambio protonico. Lo scambio degli ioni vanadio tra i due comparti della cella 
causa una serie di fenomeni che diminuiscono le prestazioni della cella. Un modello in grado 
di descrivere questi effetti oltre a fornire una rappresentazione del sistema più aderente alla 
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realtà permette di ricavare informazioni, anche di tipo quantitativo, a riguardo. Considerando 
il movimento di elettrolita tra i due comparti, si è deciso di modificare il modello 
bidimensionale aggiungendo le equazioni relative ai nuovi fenomeni (20). Tutte le variazioni 
sono riportate nella sezione seguente suddivise per dominio di appartenenza.  
5.1.Membrana 
Nel modello bidimensionale descritto al par. 2,  si assume che l’unica specie in grado di 
attraversare la membrana è lo ione  e la condizione di elettroneutralità è riportata in (47). 
In caso di crossover invece tutte le specie ioniche sono presenti all’interno della membrana e 





All’interno della membrana si ipotizza che lo ione 
	 non sia in grado di formarsi a causa 
della presenza delle cariche fisse e quindi la dissociazione dell’acido si fermerà al primo 
passaggio formando 4	. In questo dominio inoltre si assume che non vi sia alcuna 
reazione e quindi 
'Z = 0 0 = {
, , 
, 
, , 4	} (69) 
La concentrazione dello ione 	 è ricavata dalla condizione di elettroneutralità. 





Il trasporto degli ioni all’interno della membrana è descritto dall’equazione di Nernst-Planck 
come riportata in (32) 
+,-'Z 	. /c'Ze&'Z / 	D 5'&'Zc'ZeQn  fZ,,,,,-&'Z	 (71) 
La velocità all’interno della membrana è descritta da una forma alternativa dell’equazione di 
Schlogl (20) fZ,,,,,- . / ¥¦§¨ e@ / ¥©§¨ &d$eQnZ  eQ¢'dd)	 (72) 
Dove ¥¦ è la permeabilità idraulica, ¥© la permeabilità elettrocinetica e §¨ la viscosità 
dell’acqua. Il primo termine rappresenta il flusso osmotico generato dal gradiente di pressione 
tra i due elettrodi, il secondo termine il flusso elettro-osmotico risultante dall’interazione tra 
gli ioni e tra questi e il campo elettrico. Il termine eQnZ rappresenta il gradiente di potenziale 
attraverso la membrana mentre eQ¢'dd è il gradiente diffusivo calcolato come eQ¢'dd 	.  ∑ 5'c'Ze&'Z' q(ddZ 	 (73) 
e q(ddZ  rappresenta la conducibilità effettiva della membrana 
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q(ddZ = 	D45'
ª'Z &'Z (74) 
La membrana è un isolante dal punto di vista elettrico e non essendoci reazione non c’è 
neanche generazione di corrente elettrica al suo interno. e:-nZ . 0 (75) 
La corrente ionica è proporzionale al flusso degli ioni ed è espressa allo stesso modo degli 
elettrodi mediante l’equazione (38). 
:nZ = 4 5'		+,-'Z' 	 (76) 
5.2.Interfaccia elettrodo-membrana 
I flussi attraverso l’interfaccia elettrodo-membrana sono continui, così come la corrente ionica 
che da questi è generata. La selettività della membrana causa invece una differenza di 
concentrazione tra elettrodo e membrana. La discontinuità è rappresentata ipotizzando la 
presenza di un doppio strato limite di spessore finito (20) . Per quantificare lo spessore dello 
strato limite dal lato elettrodo è utilizzata la similitudine con lo strato limite idrodinamico. 
All’interno di questa zona si può ritenere dominante il trasporto diffusivo.  Lo spessore «Z di 
questa zona può essere ricavato mediante l’equazione seguente 




in cui «ZpZ(w{zZ rappresenta lo spessore dello strato limite idrodinamico all’interno del 
quale la velocità si porta da nulla a contatto con la superficie a quella del bulk. 
«ZpZ(w{zZ .	®¥¯ (78) 
Il termine ¥ rappresenta la permeabilità definita mediante l’equazione di Kozeny-Carman. 
¥ . 4	¦
°± %$1 − %)
	 (79) 
dove ¦ è il raggio medio dei pori all’interno dell’elettrodo e °± è la costante di Kozeny-Carman che 
si trova in letteratura per diversi sistemi. 
Per quanto riguardo lo spessore dello strato limite all’interno della membrana non sono invece 
disponibili metodologie per la sua determinazione ed è quindi assunto, in prima 
approssimazione, che abbia le stesse dimensioni di quello all’interno dell’elettrodo. «Z .	«( (80) 
Lo strato limite così calcolato è pari a circa 1% dello spessore dell’elettrodo. E’ quindi lecito 
supporre che all’interno di una zona di dimensioni così ridotte le concentrazioni varino 
linearmente. A causa delle discontinuità nei gradienti di concentrazione e di potenziale, i 
- IL MODELLO MATEMATICO - 
27 
flussi diffusivi e di migrazione delle specie ioniche risultano tali da poter  ritenere trascurabile 
il contributo convettivo nella definizione del flusso totale. Nel presente lavoro si è inoltre 
ritenuto di trascurare il contributo dovuto alla migrazione, in considerazione del fatto che esso 
risulta di entità inferiore rispetto a quello diffusivo (20). Con queste assunzioni è possibile 
ricavare una espressione per i flussi di specie chimica dal lato elettrodo e da quello membrana 
+'(² = −c'(dd &'( − &'PzwG«(  (81) 
+'Z² = −c'Z &'PzwG − &'Z«Z  (82) 
La concentrazione &'PzwG è la concentrazione della specie chimica all’interfaccia e può essere 
ricavata eguagliando i flussi nelle due direzioni 
&'PzwG = c'«Z&' + c'Z«(g&Z + &dic'«Z + c'Z«(  (83) 
Dal lato della membrana i flussi sono inseriti applicando la seguente condizione al contorno 
sull’interfaccia 
−,-+,-'Z = −+'Z² (84) 
in cui ,- rappresenta il vettore normale all’interfaccia uscente dalla membrana. Dal lato 
dell’elettrodo l’effetto del flusso di specie chimica è invece diverso a causa della presenza 
delle reazioni secondarie (6), (7), (8) e (9). Queste reazioni sono di tipo chimico, in 
contrapposizione con (3) e (4) che sono invece elettrochimiche. La velocità delle prime è 
molto superiore rispetto alle seconde e si può quindi assumere che esse si esauriscano 
rapidamente nello strato elettrodico vicino alla membrana. Questa condizione è simulata 
considerando il termine di produzione-consumo dovuto alle reazioni secondarie come un 
flusso rispettivamente entrante-uscente dalla membrana. Le condizioni al contorno per 
l’elettrodo positivo saranno quindi espresse nella forma −,-+,->( = +>(² + 3	+>
(²  2	+>(² /,-+,->( . +>(² / 2	+>
(² /+>(² /,-+,-V( . +V(² / 2	+>
(² 
(85) 
e per l’elettrodo negativo /,-+,->
( . +>
(² /+>(² / 2	+>(² /,-+,->( . +>(²  2	+>(²  3	+>(² /,-+,-V( . +V(² / 2	+>
(² 
(86) 
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5.3.Elettrodo poroso 
Le reazione chimiche provocate dal crossover causano una variazione della quantità 
complessiva di specie chimica nei comparti elettrodici. Il bilancio di massa per ciascuna semi-
cella è espresso mediante l’equazione di continuità (34). Sotto l’ipotesi di soluzioni diluite, 
per garantire la conservazione della massa nel sistema il termine Z,P deve rendere conto della 
produzione e consumo di acqua a causa delle reazioni elettrochimiche ed è espresso nella forma: 
Z, = 	 _	:³1Y2 			∧ 		Z,
 = 	0 (87) 
dove YVO8 è la massa molecolare dell’acqua. Anche la variazione del volume dell’elettrolita è 
assunta dipendente esclusivamente dalla variazione del volume di acqua all’interno del 
comparto. La velocità dell’elettrolita all’interno della cella può essere calcolata utilizzando la 
legge di Darcy 
f,- 	. / κμj e@	 (88) 
All’uscita della cella la pressione sarà assegnata in modo tale da poter vincere le perdite di 
carico del sistema. @ . 	@pz{ 	@	 .  (89) 
Le pompe di ricircolo dell’elettrolita alimentano alla cella una portata costante di fluido. Sulla 
sezione di ingresso la velocità del fluido sarà quindi definita mediante (36). 
/,-f	 . Qm	l	% 	@	 . 0	 (90) 
In accordo con le considerazioni precedenti riguardo i gradienti, all’interfaccia elettrodo-
membrana è assunta una condizione di continuità della pressione tra membrana e elettrodo @( .	@Z	@	 . 
 	∧ 	 .  (91) 
Le reazioni di crossover causate dai flussi di specie chimica provocano una produzione-
consumo di acqua che causa una variazione del volume dell’elettrolita. Il flusso di quantità di 
moto attraverso l’interfaccia può quindi essere espresso mediante le condizioni al contorno 
/,- ∙ f¸(,,,,- =
¹º
» ,-	f-Z Y¨h¨ +>
(² 	@	 . 
,-	f-Z Y¨h¨ $+>(²  2	+>(²) @	 . 
 
(92) 
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Definendo le seguenti grandezze 
 I<,
 = J2$&2)1−B2$&3)B2 (94) 
A
 = rpDV2 I0,2 exp T
$1 − B2)	E2	D X 
 . rpDV2 I0,2exp A−B2	E2	D F (95) A . rpDV3 I0,2 exp T$1 − B2)	E2	D X 
 . rpDV3 I0,2exp A−B2	E2	D F 
e risolvendo l’equazione (93), dopo aver sostituito i termini sopra riportati, si ottiene 






$  &>) / _	
  &>




$  &>) / _	
  &>
$  &>) 
 
(96) 
Con procedimento analogo sono ricavabili le espressioni corrispondenti per le specie 4 e 5. 
5.4.Serbatoi di stoccaggio 
La variazione del volume di elettrolita all’interno dell’elettrodo per effetto delle reazioni 
secondarie causa una variazione nel volume complessivo di liquido all’interno dei serbatoi e 
può essere valutato mediante la seguente espressione. ∂VÄ"# . %	l	m( 	gfPpz{ / fP'wi (97) 
Per la conservazione della massa anche la concentrazione delle specie chimiche alimentate 
alla cella dovrà tenere conto della variazione dei volumi dei serbatoi. ∂c'w"# . %	lP 	AÅfPpz{&'pz{S / ÅfP'w&''wSF (98) 
A causa del crossover la quantità di ioni vanadio all’interno di ogni elettrodo cambia nel 
tempo. Lo stato di carica della cella può quindi essere riferito a uno dei due elettrodi oppure 
rispetto alla concentrazione totale.  . &>&>  &> 
 . &>
&>
  &> {p{ . &>
  &>&>
  &>  &>  &> 
(99) 
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5.5.Parametri del sistema 
I parametri utilizzati nel modello sono riportati nelle tabelle seguenti suddivisi per i domini 
del sistema ai quali si applicano. 
 
Tabella 6 – Parametri globali del sistema 
 3.50 ∙ 10	
 m lunghezza cella l 2.85 ∙ 10	
 m spessore cella { 2.5 ∙ 10	 m3 volume serbatoi D 300 K Temperatura 5>
 +2  valenza V2 5> +3  valenza V3 5> +2  valenza V4 5> +1  valenza V5 5V +1  valenza H 5V78 −1  valenza HSO4 578 −2  valenza SO4 
 
Tabella 7 – Parametri collettori di corrente 
ℎG  6.00 ∙ 10	 m larghezza collettore qG 1000 S/m conducibilità collettore 
:Gpnn ±500 A/m2 densità di corrente applicata 
 (+/- : carica/scarica) 
 
Tabella 8 – Parametri elettrodi porosi 
ℎ( 4.00 ∙ 10	 m larghezza elettrodo % 0.93  porosità elettrodo _ 3.5 ∙ 10 m2/m3 superficie specifica q? 66.7 S/m conducibilità elettrodo k 20 ml/min portata alimentazione R<, 1.004 V potenziale standard (+) R<,
 −0.225 V potenziale standard (-) c>
 2.4 ∙ 10	< m2/s diffusività V2 c> 2.4 ∙ 10	< m2/s diffusività V3 c> 3.9 ∙ 10	< m2/s diffusività V4 c> 3.9 ∙ 10	< m2/s diffusività V5 cV  9.312 ∙ 10	 m2/s diffusività H 
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c78 1.065 ∙ 10	 m2/s diffusività SO4 J 2.5 ∙ 10	Æ m/s costante di reazione (+) J
 7.0 ∙ 10	Æ m/s costante di reazione (-) JZ, 1.6 ∙ 10	 m/s coefficiente di trasporto di massa (+) JZ,
 1.6 ∙ 10	 m/s coefficiente di trasporto di massa (-) B 0.55  costante di trasferimento (+) B 0.54  costante di trasferimento (-) &>, 1040 mol/m3 concentrazione totale (+) &>,
 1040 mol/m3 concentrazione totale (-) &V,<  5097.5 mol/m3 concentrazione H iniziale (+) &V,
<  4447.5 mol/m3 concentrazione H iniziale (-) x< 0.15  stato di carica iniziale ¦ 50.3 ∙ 10	  m raggio medio dei pori °± 180  coefficiente di Kozeny-Carman §¨ 1.0 ∙ 10	 Pa s viscosità dell’acqua § 5.0 ∙ 10	 Pa s viscosità dell’elettrolita positivo §
 2.5 ∙ 10	 Pa s viscosità dell’elettrolita negativo h¨ 999 kg/m3 densità dell’acqua h 1350 kg/m3 densità media dell’elettrolita positivo h
 1300 kg/m3 densità media dell’elettrolita negativo @pz{ 100 kPa pressione in uscita dalla cella 
 
Tabella 9 – Parametri membrana 
ℎZ 2.03 ∙ 10	 m larghezza membrana &d 1990 mol/m3 concentrazione cariche fisse 5Gv  −1  valenza cariche fisse c>
Z  3.125 ∙ 10	
 m2/s diffusività V2 nella membrana c>Z  5.93 ∙ 10	
 m2/s diffusività V3 nella membrana c>Z  5.0 ∙ 10	
 m2/s diffusività V4 nella membrana c>Z  1.17 ∙ 10	
 m2/s diffusività V5 nella membrana cVZ 3.35 ∙ 10	 m2/s diffusività H nella membrana cV78Z  4.00 ∙ 10	 m2/s diffusività HSO4 nella membrana ¥© 1.13 ∙ 10	
< m2 permeabilità elettrocinetica ¥¦ 1.58 ∙ 10	Æ m2 permeabilità idraulica 
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6. Validazione dei modelli 
I risultati dei modelli senza e con crossover sono stati confrontati con una serie di dati 
sperimentali  ottenuti con una cella da laboratorio, le cui caratteristiche sono riassunte nelle 
tabelle seguenti. 
 
Tabella 10 – Parametri globali del sistema 
 22.36 ∙ 10	 m lunghezza cella l 22.36 ∙ 10	 m spessore cella 
{p{ 8.0 ∙ 10	 m3 volume totale elettrolita (cella + serbatoio) D 300 K Temperatura 
 
Tabella 11 – Parametri collettori di corrente 
ℎG  12.2 ∙ 10	 m larghezza collettore qG 10000 S/m conducibilità collettore __ 5 cm2 superficie attiva 
 
Tabella 12 – Parametri elettrodi porosi 
ℎ( 2.00 ∙ 10	 m larghezza elettrodo % 0.93  porosità elettrodo ¦ 50.3 ∙ 10	  m raggio medio dei pori _ 3.5 ∙ 10 m2/m3 superficie specifica q? 66.7 S/m conducibilità elettrodo k 15 ml/min portata alimentazione &>, 1500 mol/m3 concentrazione totale (+) &>,
 1500 mol/m3 concentrazione totale (-) &V,<  5000 mol/m3 concentrazione H iniziale (+) &V,
<  5000 mol/m3 concentrazione H iniziale (-) @pz{ 100 kPa pressione in uscita dalla cella 
 
Tabella 13 – Parametri membrana 
ℎZ 2.00 ∙ 10	 m larghezza membrana &d 1330 mol/m3 concentrazione cariche fisse 5Gv  −1  valenza cariche fisse 
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I dati sperimentali  considerati si riferiscono a un ciclo di carica-scarica così ottenuto: 
1 - Alimentazione della cella a corrente costante pari a 0.1 A fino al raggiungimento di un 
potenziale di 1.8 V. 
2 - Scarica della cella a corrente costante pari a 0.1 A fino a raggiungere un potenziale di 
1.1 V. 
Nella simulazione, per tutti i  parametri non riportati nelle suddette tabelle sono utilizzati dati 
di letteratura. 
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Cap. 3 - Risultati 
In questo capitolo sono presentati ed analizzati i risultati degli studi condotti utilizzando i 
modelli elaborati. Dapprima vengono considerati i dati relativi al modello monodimensionale, 
mettendo in evidenza la sua efficacia come strumento per lo studio del comportamento del 
sistema al variare delle condizioni di esercizio. Quindi, vengono presentati i risultati della 
simulazione del funzionamento della batteria in presenza di crossover . Infine, i dati delle 
simulazioni con e senza crossover vengono posti a confronto con i risultati sperimentali 
ottenuti con una cella da laboratorio. 
7. Modello di simulazione monodimensionale 
La capacità simulativa del modello monodimensionale è stata verificata attraverso il confronto 
con i risultati ottenuti, nelle medesime condizioni, utilizzando il modello bidimensionale. 
Figura 4 – Andamento del potenziale nel tempo, 
confronto modello 2D e 1D, L= 2cm 
 
Figura 5 – Andamento dello stato di carica nel tempo, 
confronto modello 2D e 1D, L= 2cm 
Gli andamenti  del potenziale e dello stato di carica riportati nelle Figura 4 e Figura 5 
mostrano l’ottimo accordo tra le due simulazioni, confermando l’efficacia del metodo di 
riduzione adottato.   
Il modello monodimensionale è stato quindi utilizzato per analizzare l’incidenza del volume 
del serbatoio in relazione a quello della cella sul comportamento del sistema.   
I risultati dell’analisi sono riportati in Figura 6. A parità di condizioni di funzionamento della 
cella, al crescere del rapporto tra i volumi, aumenta il volume di liquido e quindi la capacità 
della batteria. Ne consegue un aumento del tempo necessario per il ciclo completo di carica-
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disaccoppiare l’elemento di potenza, la cella o meglio lo stack di celle, da quello di capacità, i 
serbatoi, il risultato ottenuto permette di valutare l’incidenza di scelte progettuali sui serbatoi 
sui tempi di lavoro.  
 
Figura 6 - Stato di carica della cella ÇÈÉ in funzione del 
tempo parametrico nel rapporto ÊË 
Nella maggior parte degli studi in letteratura le condizioni di carica sono calcolate sulla cella. 
I serbatoi esterni tuttavia rispondono alle variazioni di concentrazione in uscita dalla cella con 
una propria dinamica. Questa dipende oltre che dal loro volume anche dalla portata che è fatta 
circolare nel sistema e dalla differenza di concentrazione tra l’uscita della cella e l’interno del 
serbatoio. Nella Figura 7 il rapporto tra lo stato di carica interno alla cella  e quello 
calcolato sui serbatoi ? è valutato rispetto al primo, per diversi valori  di >. Il ramo 
superiore rappresenta la fase di carica, l’inferiore quella di scarica. Per un prefissato valore di >, si osserva come , al crescere dello stato di carica della cella, diminuisca il divario tra  
e ?   per effetto del riciclo. Inoltre, a parità di , al crescere di >, aumenta l’effetto di 
diluizione, riducendo il divario tra le curve. 
La conoscenza del ruolo svolto dalle proprietà dei materiali elettrodici può contribuire in 
modo significativo al miglioramento delle prestazioni delle VRFB. Gli effetti della 
conducibilità elettronica dell’elettrodo sulla tensione sono riportati nella Figura 8. Osservando 
le curve risultanti si ricava che una variazione del 50% della conducibilità elettronica provoca 
una variazione molto più contenuta del potenziale della cella. Aumentando la conducibilità la 














SoC=f(t) - param: r_v
r_v=1 r_v=10 r_v=50 r_v=100
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Figura 7 - Rapporto tra stato di carica della cella ÇÈÉ e dei serbatoi ÇÈÉÌ 
in funzione del tempo parametrico nel rapporto ÊË 
In Figura 9 sono confrontate le curve di tensione utilizzando due valori di conducibilità del 
collettore di corrente molto diversi tra di loro. Il risultato complessivo è che l’aumento di 
prestazioni ottenibile dall’utilizzo di materiali dotati di migliori proprietà elettriche è molto 
limitato. Dal punto di vista pratico, ne consegue che per i collettori di corrente, 
compatibilmente con le caratteristiche di resistenza meccanica e chimica richieste, è possibile 
utilizzare materiali già comunemente impiegati in applicazioni simili. 
Figura 8 - Tensione della cella in funzione del 
tempo parametrica nella conducibilità 
elettronica dell’elettrodo ÍÌ 
Figura 9 - Tensione della cella in funzione del 
tempo parametrica nella conducibilità del 

































r_SoC=f(SoC_cella) - param: r_v











































DDP=f(t) - param: σ_c
σ_c=1000 S/m
σ_c=10000 S/m
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In Figura 10 è riportata l’andamento della tensione di cella con e senza il contributo del 
potenziale di Donnan. Quello che si osserva è che l’introduzione nel modello di questo 
contributo modifica in modo contenuto, ma non trascurabile, i risultati ottenuti. 
 
Figura 10 – Tensione della cella in funzione del tempo 
con e senza potenziale di Donnan 
La capacità simulativa del modello 1D, applicato secondo lo schema di Figura 3, per 
descrivere il comportamento di celle di lunghezza crescente, è stata verificata confrontando i 
profili di concentrazione in uscita dalla cella per le specie   e  con quelli forniti dagli 
altri modelli elaborati. In Figura 11, il grafico a sinistra rappresenta i risultati della 
simulazione su un modello monodimensionale di lunghezza pari a . Nel grafico al centro la 
cella di lunghezza  è simulata risolvendo in serie + sottosistemi di lunghezza <. In questo 
caso l’ingresso del sotto-sistema successivo è definito dallo stato di carica medio calcolato 
sull’uscita del precedente. A destra è riportato il risultato del modello bidimensionale. Le 
diverse curve equivalgono a sezioni distanti < tra di loro in modo da permetterne il confronto 
diretto con il grafico al centro. 
Figura 11 – Profilo di concentrazione in uscita dal sistema degli ioni ËÎ e ËÏ 





























































































ci=f(x) - L = 20 cm
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La Figura 12 riporta i profili di concentrazione in uscita dal sistema risultanti dai tre modelli. 
Il modello monodimensionale semplice mantiene la sua rappresentatività anche per un 
aumento della lunghezza di 5-10 volte. Quello che si può già osservare è che comunque il 
sistema 1D tende a livellare i profili di concentrazione. Questo è un effetto diretto 
dell’approssimazione utilizzata per la riduzione dal sistema bidimensionale a quello 
monodimensionale che consiste appunto nell’assumere una concentrazione media all’interno 
del sistema. Il modello che risolve più sottosistemi in serie, da qui in poi denominato modello 
N-1D per brevità, non è invece in grado di fornire una descrizione adeguata. La sua capacità 
descrittiva è addirittura peggiore di quella del modello monodimensionale semplice. L’ipotesi 
utilizzata per il collegamento dei diversi sottosistemi determina l’assegnazione di un profilo 
piatto in ingresso. Questa approssimazione sembra essere troppo pesante, compromettendo  la 
rappresentatività del modello stesso. Osservando il grafico centrale in Figura 11 si nota infatti 
che i profili di concentrazione sono quasi esclusivamente traslati passando da un sottosistema 
al successivo, annullando l’effetto dei gradienti di concentrazione che invece diventano 
sempre più importanti lungo la cella, come evidenziato dal grafico a destra del modello 
bidimensionale. 
 
Figura 12 – Confronto tra i profili di 
concentrazione in uscita dal sistema 
Assegnando come condizione in ingresso l’intero profilo di concentrazione risultante dal 
sottosistema precedente si ottengono gli andamenti presentati in Figura 13. 
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Figura 13 - Profilo di concentrazione in uscita dal sistema degli ioni ËÎ e ËÏ 
1D (sinistra), N-1D (centro) e 2D (destra) 
In questo caso i profili di concentrazione risultanti dal sistema N-1D e 2D sono pressoché 
coincidenti. In Figura 14 questo è chiaramente visibile: la rappresentatività del modello N-1D 
è superiore a quella del modello monodimensionale ed è pari a quella del modello 
bidimensionale.  
 
Figura 14 – Confronto tra i profili di 
concentrazione in uscita dal sistema 
Il modello N-1D dimostra inoltre ottima robustezza: per una lunghezza 25 volte maggiore del 
sistema di riferimento non mostra scostamenti significativi dal modello bidimensionale. I  
tempi di calcolo richiesti dai  tre modelli sono confrontati in Figura 15. Il modello 
monodimensionale non risente in modo significativo dell’aumento delle dimensioni della 
cella. Questo risultato è atteso dato che la variazione della lunghezza non modifica la 
complessità del sistema ma solo l’approssimazione introdotta dalla riduzione di scala. I tempi 
di calcolo per il modello N-1D e 2D invece aumentano con la lunghezza della cella simulata. 
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Figura 15 – Tempi di calcolo per il modello 1D, N-1D e 2D 
al variare della lunghezza Ð del sistema 
Il temine  definito  dalla equazione (100) rappresenta il tempo di calcolo del sistema N-1D 
rapportato a quello del sistema monodimensionale semplice al netto della differenza di 
lunghezza. 
r{ÑLÒ LÒ⁄ () = tÔÕ()tÕ(<)
<
L  (100) 
Il tempo tÕ$<) è il necessario per risolvere il modello 1D di lunghezza pari a quella di 
riferimento, tÔÕ$) è il tempo necessario alla risoluzione degli × sottosistemi 1D, < è la 
lunghezza di riferimento e  è la lunghezza totale del sistema. 
 
Figura 16 – Rapporto tra i tempi di calcolo dei sistemi 1D 
e N-1D al netto della lunghezza del sistema 
Dalla Figura 16 si osserva che il sistema N-1D richiede mediamente per la risoluzione di ogni 
sottosistema circa il 30% di tempo in più rispetto al sistema 1D. Questo aumento potrebbe 
essere dovuto alla procedura di assegnazione delle condizioni in ingresso al sistema. I tempi 















2 10 20 30 40 50 60 70 80 100
1D 1.1 1.3 1.3 1.3 1.4 1.3 1.5 1.7 1.3 1.4
N-1D 1.3 8.5 15.9 23.7 31.6 39.6 47.8 56.0 64.8 79.7
2D 2.9 11.4 21.2 31.2 41.1 51.5 63.6 75.6 86.9 108.9
t_calcolo=f(L)
- Intel® Core™ i7-6700HQ 
quad core, 3.5 GHz
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incremento cresce all’aumentare di . Il guadagno percentuale in termini di tempo dato dalla 
risoluzione del modello N-1D rispetto a quello bidimensionale è di circa il 25%. 
8. Effetto del crossover 
In Figura 18 sono riportati i  risultati ottenuti con il modello bidimensionale, nel quale sono 
stati inseriti i contributi dovuti al passaggio di ioni vanadio da un comparto all’altro. 
 
 
Figura 17 – Profili di concentrazione del modello senza crossoverr a SoC 0.5 dopo 10 cicli, L=35cm 
Il confronto con i corrispondenti dati relativi alla simulazione in assenza di crossover, Figura 
17, evidenziano la ridistribuzione degli ioni vanadio che caratterizza entrambi i comparti. 
Tale variazione causa una riduzione  progressiva nelle prestazioni della cella, in accordo con 
quanto riportato in letteratura (20) (21). 
 
Figura 18 – Profili di concentrazione del modello con crossover a SoC 0.5 dopo 10 cicli, L=35cm 
In Figura 19 è rappresentato l’andamento della quantità totale di vanadio contenuta in ogni 
comparto, elettrodo e serbatoio. Come riportato in letteratura (24), l’entità del crossover 
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considerato. I parametri utilizzati per la membrana in questo studio si riferiscono al Nafion 
117. I coefficienti di diffusione nella membrana delle specie 
 e  sono più alti rispetto 
al 
 e 
 e questo determina una maggiore velocità di spostamento tra i due comparti 
dei primi rispetto ai secondi. 
La pressione dell’elettrolita all’interno degli elettrodi porosi è funzione della sua viscosità. 
Con i parametri utilizzati la viscosità dell’elettrolita presente nel comparto negativo è 
maggiore di quella della soluzione presente in quello positivo. Si avrà quindi un battente 
idrostatico tra la cella negativa e positiva, concorde con il flusso diffusivo. Il contributo 
dell’elettromigrazione all’interno della membrana è invece opposto durante la fase di carica e 
di scarica. Su un periodo più lungo di quello necessario alla carica-scarica non ci sono effetti 
netti dovuti a questo fenomeno. In letteratura (24) è anche evidenziato che per il Nafion 117 
l’elettromigrazione non costituisce un fenomeno rilevante nella definizione del flusso totale di 
specie. I due contributi, convezione e diffusione, invece agiscono nella stessa direzione in fase 
di carica e scarica e quindi determinano un flusso netto di specie chimiche attraverso la 
membrana. 
Figura 19 – Quantità totale di ioni vanadio 
nei due comparti (elettrodo + serbatoio) 
 
Figura 20 – Variazione del 
volume di elettrolita nei serbatoi 
La variazione di volume nei serbatoi è associata alla produzione-consumo di acqua per effetto 
delle reazioni di autoscarica e al trasporto di acqua attraverso la membrana. In Figura 20 è 
riportata la variazione percentuale del volume di elettrolita nei serbatoi. Quello che si osserva 
è che anche dopo un numero abbastanza elevato di cicli la variazione di volume è solo di 
pochi punti percentuali. Nella valutazione di tale risultato si deve comunque considerare che 
la densità degli elettroliti è assunta costante e che l’unico contributo nel bilancio è quello 
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Al susseguirsi dei cicli di carica scarica si avrà quindi uno sbilanciamento della quantità di 
vanadio tra il polo positivo e negativo. Gli ioni vanadio contenuti nell’elettrodo che va 
impoverendosi diventeranno le specie limitanti per il processo elettrochimico. L’elettrodo che 
si arricchisce di ioni vanadio raggiungerà di conseguenza uno stato di carica massimo sempre 
minore ad ogni ciclo e comportamento opposto si avrà all’altro elettrodo.  
  
Figura 21 – Andamento dello stato di carica massimo e minimo nel tempo 
Analoga situazione caratterizza lo stato di carica minino. Gli andamenti degli stati di carica 
calcolati  secondo le equazioni (99), al variare del tempo sono riportati in Figura 21.  
 
Figura 22 – Andamento del pontenziale nel tempo: 
confronto tra i cicli 1-5 e 40-45 
 
Figura 23 – Tempo totale di ciclo di carica-scarica 
all’aumentare del numero di cicli 
Poiché diminuisce la quantità di specie chimica disponibile per le reazioni elettrochimiche, i 
tempi di carica e scarica diminuiranno progressivamente. In Figura 22 è riportato l’andamento 
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di circa 8400s mentre è circa 7000s per dopo 45 cicli. L’andamento dei tempi di ciclo di 
carica-scarica è riportato in Figura 23. 
Questi sistemi sono pensati per potersi ricarica in momenti in cui si ha una diminuzione del 
costo dell’energia a causa di sovrapproduzioni. La scarica poi può avvenire dopo un periodo 
di tempo più o meno lungo. Nel tempo che intercorre tra la fase di carica e quella di scarica i 
fenomeni di crossover sono comunque attivi. Le reazioni di auto-scarica (6), (7), (8) e (9) 
producono solo specie ioniche scariche quindi il fenomeno del crossover causa una perdita 
progressiva di capacità della cella nel tempo. Durante le fasi di inattività solitamente vengono 
arrestate anche le pompe di ricircolo isolando quindi la cella dai serbatoi. In questo modo si 
evita che i fenomeni di auto-scarica intacchino la carica contenuta nei serbatoi esterni. In 
Figura 24 è riportato l’andamento dello stato di carica della cella dopo una prima fase di 
caricamento fino a 1.7 V a cui segue una interruzione dell’alimentazione. La batteria è 
considerata completamente scarica quando il minore tra gli stati di carica valutati negli 
elettrodi è inferiore a 0.1. Questo studio è importante per i motivi citati nel Cap. 1: le pompe 
di ricircolo sono alimentate dalla cella stessa. Essa deve quindi sempre contenere una quantità 
di energia minima sufficiente al loro avviamento, pena l’impossibilità a utilizzare la carica 
contenuta nei serbatoi esterni. 
 
Figura 24 – Andamento dello stato di carica della cella 
in assenza di alimentazione elettrica e portata alimentata 
Le divisioni sull’asse delle ascisse rappresentano i giorni. Il fenomeno di auto-scarica 
consuma circa il 10% della carica totale ogni settimana. Tale risultato indica quanto sia 
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9. Validazione dei modelli 
I risultati dei modelli con e senza crossover sono stati confrontati con i dati sperimentali 
ottenuti con una cella da laboratorio operante in flusso. In Figura 25 sono riportate le curve di 
tensione per le fasi di carica e scarica per i tre casi considerati. Si osserva immediatamente 
che l’introduzione del crossover aumenta notevolmente la capacità descrittiva del modello, 
specialmente per quanto riguarda la fase di carica. 
 
Figura 25 – Confronto tra le curve di tensione in carica-scarica 
ottenute dai dati sperimentali e dai modelli con e senza crossover 
La cella utilizzata per la prova sperimentale utilizza per i collettori di corrente dei blocchi di 
grafite su cui sono ricavati i canali di ingresso e uscita dell’elettrolita. I collettori di corrente 
chiudono a pressa tra di loro i fogli di carbon-paper utilizzati come elettrodi e la membrana. 
Per evitare la fuoriuscita dell’elettrolita dall’elettrodo sono inserite delle guarnizioni che 
garantiscono la tenuta idraulica. A cella assemblata si ritiene che tra il foglio di carbon-paper 
e la guarnizione ci sia uno spazio vuoto. A causa dell’esiguità dei volumi in gioco si ritiene 
che questo contributo possa non essere trascurabile nella definizione del comportamento del 
sistema. Da una valutazione di massima, si stima che un incremento del 10% della lunghezza 
e dello spessore della cella permetta adeguatamente di tener conto di questa capacità 
aggiuntiva. In Figura 26 è riportata la curva del potenziale di un sistema ottenuta 
considerando i valori di lunghezza e spessore della cella incrementati del  10%. La corrente 
imposta è un dato misurato nelle prove sperimentali quindi è mantenuto costante nella 
simulazione. A causa della maggiore superficie di contatto tra collettore e elettrolita aumenta 
però l’area attiva superficiale. La densità di corrente diminuirà di conseguenza in modo 
proporzionale secondo l’espressione riportata in (59). 
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Figura 26 – Confronto tra le curve di tensione in carica-scarica 
ottenute dai dati sperimentali e dai modelli con crossover 
Con questa assunzione, migliora la simulazione della  fase di carica, mentre restano 
insoddisfacenti i dati di previsione per la fase di scarica. In particolare, la diversa forma tra gli 
andamenti, sperimentale e calcolato, suggerisce la necessità di ulteriori approfondimenti sia 
con riferimento alla stima dei parametri che caratterizzano i fenomeni considerato nei modelli 
elaborati, sia per quanto riguarda i fenomeni che avvengono durante la fase di scarica nelle 
condizioni della sperimentazione. 
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Cap. 4 - Conclusioni 
Il primo obiettivo di questa tesi è stato quello di mettere a punto un modello che,  pur 
conservando un’adeguata capacità simulativa, avesse migliori prestazioni dal punto di vista 
computazionale rispetto al modello bidimensionale  preso come riferimento per la descrizione 
del comportamento di una cella redox in flusso al vanadio. Questo risultato è stato raggiunto 
introducendo una riduzione dimensionale nella direzione della lunghezza. La soluzione 
considerata fornisce una descrizione del comportamento della cella in perfetto accordo con i 
valori proposti dal modello 2D, almeno con riferimento a dimensioni tipiche delle 
apparecchiature da laboratorio. Al fine di estenderne l’applicabilità anche al caso di celle di 
dimensioni commerciali, è stato sviluppato un opportuno ciclo di calcolo iterativo. Le analisi 
condotte mostrano che l’algoritmo fornisce risultati affidabili anche per celle di grandi 
dimensioni, permettendo una significativa riduzione dei tempi di calcolo rispetto al modello 
bidimensionale. Gli strumenti sviluppati sono stati poi utilizzati per valutare l’incidenza di 
alcuni aspetti costruttivi e caratteristiche dei materiali impiegati sulle prestazioni della 
batteria. Ai fini del dimensionamento del sistema batteria, utilizzando i modelli sviluppati, è 
possibile determinare un opportuno rapporto tra il volume di elettrolita contenuto nei serbatoi 
esterni e nella cella tale da ottenere le caratteristiche desiderate in termini di potenza e durata 
della batteria. L’analisi di sensitività condotta considerando per il collettore materiali con 
diversa conducibilità, ha messo in risalto come questa caratteristica non influisca in modo 
rilevante sulle prestazioni del sistema. La conducibilità dell’elettrodo poroso ha invece una’ 
influenza più marcata sul sistema e quindi richiede che venga prestata maggiore attenzione 
nella scelta dei materiali utilizzati. 
Un ulteriore obbiettivo di questa tesi è stato quello di considerare la permeabilità della 
membrana agli ioni vanadio, introducendo nel modello bidimensionale la descrizione dei 
fenomeni di crossover. Il modello sviluppato considera il trasporto di specie ioniche 
all’interno della membrana causato dai fenomeni di diffusione e convezione e le reazioni di 
autoscarica agli elettrodi. Le simulazioni condotte hanno utilizzato i parametri relativi a una 
membrana in Nafion 117, mostrando uno sbilanciamento nel tempo del volume di elettrolita e 
della concentrazione di reagenti nei due comparti. La perdita di capacità risultante è 
quantificabile in 0.3% ad ogni ciclo di carica-scarica. E’ stato anche valutato il tempo di auto-
scarica della batteria, che, in assenza di flusso,  è risultato di circa 80 giorni, in linea con i dati 
di letteratura. 
Il confronto dei valori della simulazione con i dati sperimentali ottenuti con una cella da 
laboratorio ha confermato la capacità simulativa del modello proposto, almeno con 
riferimento alla fase di carica.  I risultati ottenuti hanno permesso  di verificare l’incidenza del 
crossover sulle prestazioni della batteria, confermando la necessità di considerare tale 
contributo, soprattutto all’aumentare del tempo di esercizio. Per quanto riguarda invece la fase 
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di scarica, la scarsa capacità simulativa del modello proposto suggerisce ulteriori 
approfondimenti sia con riferimento all’analisi dei fenomeni coinvolti che con riferimento alla 
stima dei parametri richiesti. 
Il modello proposto potrà essere ulteriormente ampliato inserendo la descrizione del 
contributo della elettromigrazione nel computo dei flussi totali delle specie ioniche, 
permettendo di valutare il ruolo del trasporto complessivo di specie all’interno della cella. 
Grazie alla loro velocità di calcolo i modelli sviluppati  potranno essere utilizzati nello studio 
del funzionamento di sistemi modulari di celle per lo sviluppo di batterie su scala industriale. 
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